
解答.
題意を満たす f が存在することを示す. g(x) = x2 − 2とおく. Qで有理数全
体の集合を表し, ±g(Q)で, 有理数 aを用いて g(a)または−g(a)と表せる有

理数全体の集合を表す. また±
√
4− g(Q)2で, 有理数 aを用いて

√
4− g(a)2

または −
√
4− g(a)2 と表せる有理数全体の集合を表す.

補題 1. 有理数 aが, ある整数 n > m = 0に対して gn(a) = gm(a)をみたす

ならば, a = 0,±1,±2のいずれかである.

証明. gn(x) − gm(x)は最高次の係数が 1の整数係数多項式なので, その根

は有理数ならば整数である. よって a は整数である. また, |x| > 2 のとき

g(x) > |x|だから, |a| > 2と仮定すると a, g(a), g2(a), . . .は狭義単調増加列

となり矛盾である. (補題の証明終)

補題 2. 有理数 aは 0,±1,±2と異なるとする.
√
4− a2が有理数でないなら

ば, n > 0に対しても
√
4− gn(a)2 は有理数でない.

証明. |a| > 2 ならば |gn(a)| > 2だからよい. |a| < 2 のとき, a = 2 cos θ

(0 < θ < π) とおける. g(2 cos θ) = 2 cos 2θなので gn(a) = 2 cos 2nθである.

よって cos θ, sin 2nθが有理数のとき sin θも有理数であることをいえばよい

が, これは 2倍角の公式より

sin 2nθ

sin θ
= 2n cos θ cos 2θ · · · cos 2n−1θ

であることと, 2倍角の公式より正の整数 kに対し cos 2kθが有理数であるこ

とから従う. (補題の証明終)

補題 3. 有理数 a, bは 0,±1,±2と異なるとする. a2+b2 = 4であるとする. こ

のとき正の整数nに対し,
√
4− gn(a)2は有理数であり, g(t) = ±

√
4− gn(a)2

をみたす有理数 tは存在しない.

証明. 前半は cos θ, sin θ が有理数のとき sin 2nθ も有理数だからよい. 後半

は, cos θ, sin θ, cosα 6= 0が有理数のとき ± sin 2nθ = cos 2αとなりえないこ

とを示せばよい. ± sin 2nθ = cos 2αと仮定すると, 2nθ =
π

2
± 2α+mπをみ

たす整数mが存在する. このとき 2n−1θ =
π

4
+

mπ

2
± αより,

sin 2n−1θ = ± sinα cos(
π

4
+

mπ

2
) + cosα sin(

π

4
+

mπ

2
)

cos 2n−1θ = cosα cos(
π

4
+

mπ

2
)∓ sinα sin(

π

4
+

mπ

2
)

がともに有理数となる. よって cos 2n−1θ + sin 2n−1θ または cos 2n−1θ −
sin 2n−1θ を考えることで

√
2 cosαが有理数であることがわかり, 矛盾を得

る. (補題の証明終)

補題 4. 有理数 a, bは 0,±1,±2と異なり, また±g(Q), ±
√
4− g(Q)2の元で

ないとする. ある 0以上の整数 n, mについて gn(a) = gm(b)が成り立つなら

ば, b = ±aまたは a2 + b2 = 4である.

証明. gn(a) = gm(b)をみたす mを最小にとる. m = 0なら a = bである.
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m > 0なら n > 0で gn−1(a) = −gm−1(b)である. m − 1 = 0なら b = −a

である. m − 1 > 0なら n − 1 > 0で, gn−2(a) = ±
√
4− gm−2(b)2 である.

m− 2 = 0なら a2 + b2 = 4である. m− 2 > 0なら n− 2 > 0だが, このと

き
√
4− gm−2(b)2 が有理数なので, 補題 2より

√
4− gm−3(b)2 も有理数だ

から, 補題 3を, aを gm−3(b)として用いると矛盾を得る. (補題の証明終)

補題 5. 有理数 tは 0,±1,±2と異なるとする. このときある非負整数 nと,

±g(Q), ±
√
4− g(Q)2 の元でない有理数 aが存在して, t = ±gn(a)または

t = ±
√
4− gn(a)2 と表せる.

証明. 有理数の無限列 t1, t2, . . . で, t1 = t, 任意の正の整数 k に対し tk =

±g(tk+1)または tk = ±
√
4− g(tk+1)2 であるものが存在すると仮定して矛

盾を導けばよい. まず tが整数であるとすると, tk はすべて整数でなくては

ならず, |t| > 2なので帰納的に |tk| > |tk+1| > 2がわかるから矛盾である.

tが整数でないとする. tk =
rk
sk

(sk > 0) と既約分数の形に表すと, s1 > 1,

s2k+1 = sk であるから矛盾である. (補題の証明終)

以下, 条件をみたす関数 f を構成する. まず f(0) = 1, f(1) = −2, f(−2) =

−1, f(−1) = 2, f(2) = −1と定めると, x = 0,±1,±2に対しては条件をみた

す. Q \ {0,±1,±2}の元 xのうち
√
4− x2 が有理数でないものを a1, a2, . . .

と添え字付けし, 残りを b1, b2, . . .と添え字付けする. A = {a1, a2, . . .}, B =

{b1, b2, . . .}とおく.

無限列 x1, x2, . . . ∈ Aを帰納的に定める. まず x1 ∈ Aを ±g(Q)の元でな

いものの中で添え字が最小のものと定める. x1, . . . , xk−1 が定まっていると

き, xk ∈ Aを, ±x1, . . . ,±xk−1 のいずれとも異なり, ±g(Q)の元でないもの

の中で添え字が最小のものと定める. Aの元で±g(Q)の元でないものは無限

個ある (整数mを用いてm2 − 2の形に表せない 3以上の整数など) ので, こ

のように無限列をとることができる. このとき補題 1, 4より±gn(xk)たちは

相異なり, 補題 3, 5より {±gn(xk) | k = 1, 2, . . . , n = 0, 1, . . .} = Aである.

無限列y1, y2, . . . ∈ Bを帰納的に定める. まずy1 ∈ Bを±g(Q), ±
√
4− g(Q)2

の元でないものの中で添え字が最小のものと定める. y1, . . . , yk−1が定まって

いるとき, yk ∈ Bを, ±y1, . . . ,±yk−1,±
√
4− y21 , . . . ,±

√
4− y2k−1 のいずれ

とも異なり, ±g(Q), ±
√
4− g(Q)2の元でないものの中で添え字が最小のもの

と定める. B の元で ±g(Q), ±
√

4− g(Q)2 の元でないものは無限個ある (正

の偶数mに対し, 既約分数
4m

m2 + 1
など) ので, このように無限列をとること

ができる. このとき補題 1, 4より ±gn(yk),±
√

4− gn(yk)2 たちは相異なり,

補題 2, 5より {±gn(yk),±
√
4− gn(yk)2 | k = 1, 2, . . . , n = 0, 1, . . .} = B で

ある.

i = 1, 2, . . . , n = 0, 1, . . .に対し, f(±gn(x2i−1)) = ±gn(x2i), f(±gn(x2i)) =

gn+1(x2i−1), f(±gn(y2i−1)) = ±gn(y2i), f(±gn(y2i)) = gn+1(y2i−1),

f(±
√
4− gn(y2i−1)2) =

√
4− gn(y2i)2, f(±

√
4− gn(y2i)2) = −gn+1(y2i−1)

と定めれば f は Q \ {0,±1,±2} = A ∪B 上でも条件をみたす.
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