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２０２３年 第二回東工大本番レベル模試・数学 

解答・解説・採点基準 

全５問 １２０分 ３００点満点 

 

１ （６０点） 

 

【解答・採点基準】 

※特に記載がない限り, 導出過程と結論ÿ両方が正しい場合にそÿ配点要素を加点する 
 

 60点 

四面体OABCĀ1辺ÿ長さが1ÿ正四面体であるから,  

OA OB OC 1= = =  

1OA OB OB OC OC OA
2

 =  =  = (A) 

である。ここで, OA OB OCOQ
4

+ +
= とおく(B)と,  

2
2

2 2 2

2

2

OA OB OCOQ
4

OA OB OC 2OA OB 2OB OC 2OC OA

4
6
4

+ +
=

+ + +  +  + 
=

=

 

6OQ
4

 = (C) 

であり,  

( ) 2

2

2 2 2

2 2

OP OA OB OC 2 OP

2OP OQ OP

OP 2OP OQ OQ OQ

OP OQ OQ

PQ OQ

 + + =

  =

 −  + =

 − =

 =

 

  

 

 

(A) OA OB, OB OC, OC OA   を求

めて‥5点(完答) 

(B) OA OB OC
4

+ + を考える方針

‥5点 

 

 

 

 

(C)に‥5点 
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6PQ
4

 = (D) 

となる。したがって動点 PĀ点Qを中心とした半径 6
4
ÿ球面上を

動く(E)。また, 
OA OBOG

3
+

= (F)であり,  

2
QG =

2
OA OB OA OB OC

3 4
+ + +

−  

2

2 2 2

2

2

OA OB 3OC
12

OA OB 9 OC 2OA OB 6OB OC 6OC OA

12
6

12

+ −
=

+ + +  −  − 
=

=

 

6QG
12

 = (G) 

である。ここで, 点 PĀ点Q, Gとともに三角形をなす, またĀ直線

QG 上に存在するから,  

PQ QG− ≦
PG
≦ PQ QG+  

6
6

 ≦
PG
≦

6
3

 (H) 

が成立する。また, 前述ÿ球面と直線QG ÿ交点Ā 2点存在し, それら

と点 Pが一致するとき, それぞれ等号が成立する(I)。したがって求め

る最大値Ā
6

3
, 最小値Ā

6
6

(J)となる。 

(答) 最大値
6

3
, 最小値

6
6

 

(D)に‥5点 

 

 

(E)がわかっていて‥10点 

(F)に‥5点 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(G)に‥5点 

 

 

 

 

(H)に‥5点 

 

(I)がわかっていて‥5点 

 

(J) 最大値と最小値 

‥10点(各 5点×2) 

 

 

[別解 1] 

四面体OABCĀ1辺ÿ長さが1ÿ正四面体であるから,  

OA OB OC 1= = =  

1OA OB OB OC OC OA
2

 =  =  =  (A) 

である。ここで, 実数 , ,s t uを用いて,  

OP OA OB OCs t u= + +  (K) 

とおくと,  

 [別解 1] 60点 

 

 

 

(A) OA OB, OB OC, OC OA   を求

めて‥5点(完答) 

 

(K) OPをOA, OB, OCを用いて
表す方針‥5点 
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( )
( ) ( )

2

2

OP OA OB OC 2 OP

OA OB OC OA OB OC 2 OA OB OCs t u s t u

 + + =

 + +  + + = + +
 

2 2 2s t u s t u st tu us + + = + + + + +  (L) ・・・① 

となり, 
OA OBOG

3
+

= (F)から 

( )
2

2

2

2 2
2 2 22

OA OBPG OA OB OC
3

1 1OA OB OC
3 3

1 1OA OB OC
3 3

1 1 12 OA OB 2 OB OC
3 3 3

s t u

s t u

s t u

s t t u

+
= − + +

   = − + − −   
   

   = − + − +   
   
    + − −  − −     
    

−

2 2 2

12 OC OA
3

2 1
3 3

s u

s t u st tu us s t u

 −  
 

= + + + + + − − − +

 

2 1
3 3

s t u s t u= + + − − − + ( ①) 

1 1
3 3
u= + (M) 

となる。次に, uÿ値域を求める。 

①
2 2 21 3 1 2 1 3

2 4 3 3 4 8
t u us t u+ − −      + + + + − =     

     
 

2 2 21 9 3 1 9 1
4 16 2 2 8 3

t u uu s t+ − −      − = − + − +     
     

(N) 

と変形できるから, 
21

2
t us + − + 

 
≧ 0 , 

21
3
ut − + 

 
≧ 0より,  

21
4

u − 
 

≦ 9
16

 

3
4

 − ≦
1
4

u − ≦
3
4

 

1
2

 − ≦ u≦1  (O) 

となる。したがって, 求める最大値Ā 

 

 

 

(L)に‥5点 

(F)に‥5点 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(M)に‥10点 

 

 

 

 

 

(N)に‥10点 

 

 

 

 

 

 

(O)に‥10点 
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( ) ( )

1 11, 0, 0
2 3

, , 0, 0, 1

t u uu s t

s t u

+ − −
= + = + =

 =
 

ÿとき, 
1 1 61
3 3 3
 + = をとり, 最小値Ā 

( )

1 1 1, 0, 0
2 2 3

1 1 1, , , ,
2 2 2

t u uu s t

s t u

+ − −
= − + = + =

  = − 
 

 

ÿとき, 1 1 1 6
3 2 3 6
  − + = 
 

をとる。 

(答) 最大値
6

3
, 最小値

6
6

(J) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(J) 最大値と最小値 

‥10点(各 5点×2) 

[別解 2] 

四面体OABCĀ1辺ÿ長さが1ÿ正四面体であるから,  

OA OB OC 1= = =  

1OA OB OB OC OC OA
2

 =  =  = (A) 

である。ここで, 実数 , ,s t uを用いて,  

OP OA OB OCs t u= + + (K) 

とおくと,  

( )
( ) ( )

2

2

OP OA OB OC 2 OP

OA OB OC OA OB OC 2 OA OB OCs t u s t u

 + + =

 + +  + + = + +
 

2 2 2s t u s t u st tu us + + = + + + + + (L) ・・・① 

となり, 
OA OBOG

3
+

= (F)から 

( )
2

2

2

2 2
2 2 22

OA OBPG OA OB OC
3

1 1OA OB OC
3 3

1 1OA OB OC
3 3

1 1 12 OA OB 2 OB OC
3 3 3

s t u

s t u

s t u

s t t u

+
= − + +

   = − + − −   
   

   = − + − +   
   
    + − −  − −     
    

−

2 2 2

12 OC OA
3

2 1
3 3

s u

s t u st tu us s t u

 −  
 

= + + + + + − − − +

 

 [別解 2] 60点 

 

 

 

(A) OA OB, OB OC, OC OA   を求

めて‥5点(完答) 

 

(K) OPをOA, OB, OCを用いて
表す方針‥5点 

 

 

 

(L)に‥5点 

(F)に‥5点 
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2 1
3 3

s t u s t u= + + − − − + ( ①) 

1 1
3 3
u= + (M) 

となる。次に, uÿ値域を求める。 , ,X s t Y t u Z u s= + = + = + とおく

と, (P) 

① 2 2 2X Y Z X Y Z + + = + +  

2 2 21 1 1 3
2 2 2 4

X Y Z      − + − + − =     
     

 ・・・①’ 

となり,  

2
X Y Zu − + +

=  

2 0X Y Z u − − + = (Q)  ・・・② 

となる。したがって, uĀ XYZ空間において球面①’(中心 1 1 1, ,
2 2 2

 
 
 

, 

半径 3
2

)と平面②が共有点を持つような範囲を動くから,  

(球面①’ÿ中心と平面②とÿ距離)≦(球面①’ÿ半径ÿ長さ) 

( ) ( )2 22

1 1 1 2
2 2 2

1 1 1

u− − +


+ − + −
≦ 3

2
 

1
4

u − ≦
3
4

 

1
2

− ≦ u≦1(O) 

となる。したがって, 求める最大値Ā 1u = ÿとき,  

1 1 61
3 3 3
 + =  

をとり, 最小値Ā 1
2

u = − ÿとき,  

1 1 1 6
3 2 3 6
  − + = 
 

 

をとる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(M)に‥10点 

 

(P)の方針に‥5点 

 

 

 

 

 

 

 

(Q)に‥5点 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(O)に‥10点 

 



6 
 
 

 

 

 

 

 

 

(答) 最大値
6

3
, 最小値

6
6

(J) 
 (J) 最大値と最小値 

‥10点(各 5点×2) 
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２ （６０点） 

 

【解答・採点基準】 

※特に記載がない限り, 結論とそÿ導出過程ÿ両方が正しい場合にそÿ配点要素を加点する 

(1)  (1) 10点 (A)(B) 
 x Ā xを超えない最大ÿ整数を表すとする。つまり,  x ≦

  1x x + を満たすとする。 kを自然数とし, mが kp ≦ 1km p + を

満たすとすると, mを 1kp + で割ったときÿ商が 0であるため, 

( )f m Ā 

( )
1

k

l
l

m
f m

p=

 
=  

 
 (A) 

と表せる。また, pmĀ 1kp + ≦ 2kpm p + を満たし, これを 2kp + で

割ったときÿ商が 0であるため, ( )f pm Ā 

( )

( )

1

1
1

1
1

1

k

l
l
k

l
l

k

l
l

pm
f pm

p

m
p

m
m

p

m f m

+

=
+

−
=


=

 
=  

 

 
=  

 

 
= +  

 
= +







 
となる。 

(答) ( ) ( )f pm m f m= + (B) 

  

 

 

 

(A) ( )
1

k

l
l

m
f m

p=

 
=  

 
 となることを示し

て‥5点 

 

 

 

 

 

 

 

 

(B)答‥5点 

   

(1)[別解] 

kを自然数とし, mが kp ≦ 1km p + を満たすとすると, mを 1kp + で

割ったときÿ商が 0である。また, 自然数 lが1≦ l≦ kを満たすと

する。さらに, 1, 2, , mÿうち, lp ÿ倍数であるもÿが lA 個ある

とする。つまり, l
lp A ≦ ( )1l

lm p A + と書ける。こÿとき,  

( )
1

k

l
l

f m A
=

= (A1) 

と表せる。また, l
lp A ≦ ( )1l

lm p A +  1l
lp A+ ≦ ( )1 1l

lpm p A+ +

であるから, 1, 2, , pmÿうち, 1lp + ÿ倍数であるもÿが lA 個あ

る。ただし, 1, 2, , pmÿうち, pÿ倍数であるもÿがm個あるこ

 (1)[別解] 10点 (A1)(B) 

 

 

 

 

(A1) ( )
1

k

l
l

f m A
=

= と表して‥5点 
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とに注意する。 pmを 2kp + で割ったときÿ商が 0であるため, 

( )f pm Ā 

( )

( )
1

k

l
l

f pm m A

m f m
=

= +

= +

  

となる。 

(答) ( ) ( )f pm m f m= + (B) 

 

 

 

 

 

 

(B)答‥5点 

   

(2) 

問題文より, m pq r= + と書ける。ここで, 1, 2, ,pq pq pq r+ + +

Āすべて pÿ倍数でĀない(A)から, (1)と合わせて 

( ) ( )
( )

( )

f m f pq r

f pq

q f q

= +

=

= +

 

と表せる。 

(答) ( ) ( )f m q f q= + (B) 

 (2) 10点 (A)(B) 

(A) 1, 2, ,pq pq pq r+ + + がすべて p

の倍数でないことを記述して‥5点  

 

 

 

 

(B)答‥5点 

   

(3) 

( )
( ) ( ) 2

1 1

2
1

1 1

!
C

! 1 !p a pa

p a

pa p pa
=

−
 

であるから, 2
1 1
Cp a pa が pで割り切れる回数 FĀ 

( ) ( ) ( )( )2
1 1 11F f p a f pa f p pa= − − − (A) 

となる。(1)より, ( ) ( )f pm m f m= + であるから,  

( ) ( )2
1 1 1f p a pa f pa= +  

( )( ) ( ) ( )( )1 1 11 1 1f p pa p a f p a− = − + −  

となる。したがって,  

( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( ) ( )( ) 

2
1 1 1

1 1 1 1 1

1

1 1

F f p a f pa f p pa

pa f pa f pa p a f p a

= − − −

= + − − − + −
 

( )( )1 11a f p a= − −  ・・・① 

である。 

[1] 1 0a = ÿとき 

①より 

 (3) 15点 (A)(B)(C) 

 

 

 

(A) 2
1 1
Cp a pa が p で割り切れる回数を

( ) ( ) ( )( )2
1 1 11f p a f pa f p pa− − − と 表

して‥5点 
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( )( )
( )

1 11

0 0

F a f p a

f

= − −

= −
 

0= (B) 

となる。 

[2] 1≦ 1a ≦ 1p − ÿとき 

①について, 1≦ 1p a− ≦ 1p −  , 0≦ 1 1a − ≦ 2p − であるから, 

(2)より 

( )( ) ( )( )
( )

1 1 1

1 1

1

1 1

1 1
1

f p a f p a p a

a f a
a

− = − + −

= − + −

= −  

となるため,  

( )( )
( )

1 1

1 1

1

1

F a f p a

a a

= − −

= − −
 

1= (C) 

である。 

以上, [1], [2]より, 2
1 1
Cp a pa が pで割り切れる回数Ā, 1 0a = ÿとき

0回, 1≦ 1a ≦ 1p − ÿとき1回である。 

(答) 1 0a = ÿとき 0回, 1≦ 1a ≦ 1p − ÿとき1回 

 

 

(B) 1 0a = のとき, 0F = を求めて‥5点 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(C) 1≦ 1a ≦ 1p − のとき, 1F = を求め

て‥5点 

 

 

 

   

(3)[別解] 

( )
( ) ( ) 2

1 1

2
1

1 1

!
C

! 1 !p a pa

p a

pa p pa
=

−
 

であるから, 2
1 1
Cp a pa が pで割り切れる回数 FĀ 

( ) ( ) ( )( )2
1 1 11F f p a f pa f p pa= − − − (A) 

となる。(1)より, ( ) ( )f pm m f m= + であるから,  

( ) ( )2
1 1 1f p a pa f pa= +  

( )( ) ( ) ( )( )1 1 11 1 1f p pa p a f p a− = − + −  

となる。したがって,  

( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( ) ( )( ) 

2
1 1 1

1 1 1 1 1

1

1 1

F f p a f pa f p pa

pa f pa f pa p a f p a

= − − −

= + − − − + −
 

( )( )1 11a f p a= − −  ・・・① 

である。 0≦ ( ) 11p a− ≦ ( )21p − より ( ) 11p a− を 2p で割ったときÿ

商が 0であるため, ( )( )11f p a− Ā 

 (3)[別解] 15点 (A)(B)(C) 

 

 

 

(A) 2
1 1
Cp a pa が p で割り切れる回数を

( ) ( ) ( )( )2
1 1 11f p a f pa f p pa− − − と 表

して‥5点 
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( )( ) ( ) 1
1

1
1

1
1

p a
f p a

p

a
a

p

− 
− =  

 
 

= − 
   

と表せる。ただし,  x Ā xを超えない最大ÿ整数を表すとする。

つまり,  x ≦   1x x + を満たすとする。ここで, ある実数 （ 0

≦ 1  ）と整数 sについて,  1 − −  − ≦ − より 

 
( )
( )

0

1 0 1

s
s

s






=− = 
−  

 

が成り立つ。 

[1] 1 0a = ÿとき 

( )( ) 1
1 11

0

a
f p a a

p
 

− = − 
 

=  

であるから, ①より 

( )( )1 11F a f p a= − −  

0= (B) 

となる。 

[2] 1≦ 1a ≦ 1p − ÿとき 

( )( ) 1
1 1

1

1

1

a
f p a a

p

a

 
− = − 

 
= −  

となるため, ①より 

( )( )
( )

1 1

1 1

1

1

F a f p a

a a

= − −

= − −
 

1= (C) 

である。 

以上, [1], [2]より, 2
1 1
Cp a pa が pで割り切れる回数Ā, 1 0a = ÿとき

0回, 1≦ 1a ≦ 1p − ÿとき1回である。 

(答) 1 0a = ÿとき 0回, 1≦ 1a ≦ 1p − ÿとき1回 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(B) 1 0a = のとき, 0F = を求めて‥5点 

 

 

 

 

 

 

 

 

(C) 1≦ 1a ≦ 1p − のとき, 1F = を求め

て‥5点 

 

 

   

(4) 

( )
( ) 

!
C

! 1 !pn n
pn

n p n
=

−
 

であるから, Cpn nが pで割り切れる回数 ( )G n Ā 

( ) ( ) ( ) ( )( )1G n f pn f n f p n= − − − (A) 

 (4) 25点 (A)(B)(C)(D)(E) 

 

 

 

(A) Cpn n が p で割り切れる回数を
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となる。(1)より, ( ) ( )f pn n f n= + であるから,  

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )( )
( )( )

1

1

1

G n f pn f n f p n

n f n f n f p n

n f p n

= − − −

= + − − −

= − −

 

と変形できる。ここで,  

( )
( )

( )
( )

0 1

1 0

1 0

1

1

p n pn n

pn a pa

p n a a

p n a p a

− = −

= − +

= − −

= − − + −

 

と変形できる。 

[1] 0 0a = ÿとき 

(3)ÿ結果より, Cpn nが pで割り切れる回数Ā 1 0a = ÿとき 0

回, 1≦ 1a ≦ 1p − ÿとき1回である。 

[2] 1≦ 0a ≦ 1p − ÿとき 

1≦ 0p a− ≦ 1p − であるから, (2)より 

( )( ) ( )1 0 1 11 1 1f p n a p a n a f n a− − + − = − − + − −  

となるため,  

( ) ( )( )
( )( )

( )
1 1

1 0 1 1

1

1 1

1 1

G n n f p n

n n a f n a

a f a pa a

= − −

= − − − + − −

= + − + − −

 

と変形できる。こÿとき, ( )1p− − ≦ 0 1 1a a− − ≦ 2p − である。 

[i] 0 1 1a a− − ≧ 0ÿとき 

0≦ 0 1 1a a− − ≦ 2p − , 0≦ 1a ≦ 1p − であるから, (2)より 

( ) ( )0 1 1 1 1

1

1f a pa a a f a
a

+ − − = +

=
 

となる。したがって,  

( ) ( )1 0 1 1

1 1

1 1
1

G n a f a pa a
a a

= + − + − −

= + −
 

1= (B) 

と求まる。 

[ii] 0 1 1 0a a− −  ÿとき 

1≦ 0 1 1p a a+ − − ≦ 1p −  , 1≦ 1a ≦ 1p − であるから, (2)よ

り 

( ) ( )( )
( )

0 1 1 1 0 1

1 1

1

1 1 1

1 1
1

f a pa a f p a p a a

a f a
a

+ − − = − + + − −

= − + −

= −

 

( ) ( ) ( )( )1f pn f n f p n− − − と表して 

‥5点 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(B) 0 1 1a a− − ≧ 0のとき, ( ) 1G n = を求

めて‥5点 
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となる。したがって,  

( ) ( )
( )

1 0 1 1

1 1

1 1

1 1

G n a f a pa a

a a

= + − + − −

= + − −
 

2= (C) 

と求まる。 

以上, [1], [2]より, 1≦ 0a ≦ 1p − かつ 0 1 1 0a a− −  ÿとき, Cpn nĀ

pで最大 2回割り切れる(D)。 Cpn nが pで 2回割り切れるためÿ n

ÿ条件Ā 

1≦ 0a ≦ 1p − かつ 0 1 1 0a a− −   

1 ≦ 0a ≦ 1a ≦ 1p −  

であるため, 条件を満たす ( )0 1,a a ÿ組Ā 

( )
1

1

1
1

1 1
2

p

a

a p p
−

=

= −  (通り)(E) 

ある。 

(答) pで割り切れる回数ÿ最大値：2回,  

最大となる nÿ個数： ( )1 1
2
p p − 個 

 

 

 

(C) 0 1 1 0a a− −  ÿとき, ( ) 2G n = を求

めて‥5点 

 

(D) Cpn nĀ pで最大 2回割り切れるこ

とを示して‥5点 

 

 

 

(E)最大となる nの個数を ( )1 1
2
p p − と

求めて‥5点 

 

 

   

(4)[別解] 

( )
( ) 

!
C

! 1 !pn n
pn

n p n
=

−
 

であるから, Cpn nが pで割り切れる回数 ( )G n Ā 

( ) ( ) ( ) ( )( )1G n f pn f n f p n= − − − (A) 

となる。(1)より, ( ) ( )f pn n f n= + であるから,  

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )( )
( )( )

1

1

1

G n f pn f n f p n

n f n f n f p n

n f p n

= − − −

= + − − −

= − −

 

と変形できる。ここで,  x Ā xを超えない最大ÿ整数を表すとす

る。つまり,  x ≦   1x x + を満たすとする。さらに,  

( ) ( )( )
( )

0 1
2

0 0 1 1

1 1p n p a pa

a p a a p a

− = − +

= − + − +
 

について, ( )1p n− を 3p で割った商が 0となるため,  

 (4)[別解] 25点 (A)(B)(C)(D)(E) 

 

 

 

(A) Cpn n が p で割り切れる回数を

( ) ( ) ( )( )1f pn f n f p n− − − と表して 

‥5点 
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( )( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2

2 2
0 0 1 1 0 0 1 1

2

0 0 10
0 1 1 1 2

1

1 1

f p n

p n p n
p p

a p a a p a a p a a p a
p p

a p a aa
a a pa a

p p

−

 − − 
= +   
   
   − + − + − + − +

= +   
      

 − + − 
= − + − + +  
   

 

である。ここで, ある実数 （ 0≦ 1  ）と整数 sについて, 

 1 − −  − ≦ − より 

 
( )
( )

0

1 0 1

s
s

s






=− = 
−  

 

が成り立つ。 

[1] 0 0a = ÿとき 

(3)[別解]ÿ結果より, Cpn nが pで割り切れる回数Ā 1 0a = ÿと

き 0回, 1≦ 1a ≦ 1p − ÿとき1回である。 

[2] 1≦ 0a ≦ 1p − ÿとき 

( ) 0
0 1 1

a
a a pa

p
 

− + − 
 

について,  

( ) ( )0
0 1 1 0 1 1 1

a
a a pa a a pa

p
 

− + − = − + − 
 

 

となる。また, 
( )0 0 1

1 2

a p a a
a

p
 − + −

+ 
 

について, 1a が整数である

ため, 第 2項ÿ分子について 

( ) ( )( )0 0 1 1 0 11a p a a p a a a− + − = − − − −  

と変形して考える。 

[i] 1 0a a ÿとき 

1p − ≦ ( )( )1 0 11p a a a− − − − ≦ ( )21p − であるから,  

( )0 0 1
1 12

a p a a
a a

p
 − + −

+ = 
   

となる。したがって,  

( ) ( ) 
( )

0 1 1 1

0 1 0 1

1

1

G n n a a pa a

a pa a pa

= − − + − +

= + − + −
 

1= (B) 

と求まる。 

[ii]1≦ 0a ≦ 0a ≦ 1p − ÿとき 

( )21p− − ≦ ( )( )1 0 11 0p a a a− − − −  であるから,  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(B) 1 0a a のとき, ( ) 1G n = を求めて 

‥5点 
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( )0 0 1
1 12 1

a p a a
a a

p
 − + −

+ = − 
 

 

となる。したがって,  

( ) ( ) ( ) 
( )

0 1 1 1

0 1 0 1

1 1

2

G n n a a pa a

a pa a pa

= − − + − + −

= + − + −
 

2= (C) 

と求まる。 

以上, [1], [2]より, 1≦ 0a ≦ 1p − かつ 0 1 1 0a a− −  ÿとき, Cpn nĀ

pで最大 2回割り切れる(D)。 Cpn nが pで 2回割り切れるためÿ n

ÿ条件Ā 

1≦ 0a ≦ 1p − かつ 0 1 1 0a a− −   

1 ≦ 0a ≦ 1a ≦ 1p −  

であり, これĀ1, 2, 3, , 2, 1p p− − から重複を認めて 2つを選ぶ場

合ÿ数である。したがって, 条件を満たす ( )0 1,a a ÿ組Ā 

( ) ( )21 2 1
1C 1
2p p p− + − = −  (通り)(E) 

ある。 

 

 

 

 

 

(C)1≦ 0a ≦ 0a ≦ 1p − のとき,  

( ) 2G n = を求めて‥5点 

 

(D) Cpn nは pで最大 2回割り切れるこ

とを示して‥5点 

 

 

 

 

(E)最大となる nの個数を ( )1 1
2
p p − と

求めて‥5点 

 

 

(答) pで割り切れる回数ÿ最大値：2回,  

最大となる nÿ個数： ( )1 1
2
p p − 個 
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３ （６０点） 

 

【解答・採点基準】 

※特に記載がない限り, 導出過程と結論ÿ両方が正しい場合にそÿ配点要素を加点する 

(1)  (1) 15点 

①について解と係数ÿ関係より,  

1

a
b

  
  


+ + = −
 + + =
 = −

 

が成り立つ。(A)ここで, 3つÿ複素数 , ,  について, 

b  + + =  

( ) a          +  +  = + + =  

( )2 1     = =  

が成り立つ(B)から, 解と係数ÿ関係より, ②ÿ 3解Ā , ,  

と表せる。 

(証明終)(C) 

  

 

(A) ①について解と係数の関係を利

用する方針‥5点 

 

 

(B) , ,  を解に持つ 3次方程式

の係数を考える方針‥5点 

 

 

(C) 正しく証明できて‥5点 

(2) 

①が虚数解を持つとき, ①ÿ解Ā 1つÿ実数解と 2つÿ互いに共

役な虚数解となる(A)から, これらをそれぞれ , ,r z z とおく。ただ

し, rĀ実数であり, zĀ虚数である。こÿとき, (1)より②ÿ 3解

Ā
2 , ,z rz rz と表すことができる(B)。したがって, ①, ②ÿ虚数解

が複素数平面上で一直線上に並ぶためÿ条件Ā, , , ,z z rz rzが一直

線上に並ぶことである。こÿとき, ,z z ÿ実部が等しいことから, 

,z rzÿ実部も等しくなることが必要であるが, ①について解と係

数ÿ関係より,  
21 1rzz r z= −  = −  

となることから, 0r  (C)である。ここで, 複素数 zÿ実部を

( )Re z と表すと,  

( ) ( )Re Rerz r z=  

が成立するから, ( ) ( )Re Rez rz= となるためÿ条件Ā,  

1r =  またĀ ( )Re 0z = (D) 

 (2) 45点 

(A) ①の解が 1つの実数解と 2つの虚

数解になること‥5点 

 

(B) ②の解を①の解で表す方針‥5点 

 

 

 

 

 

(C) ①の実数解が負の数であること

‥5点 

 

(D) ①の虚数解と②の虚数解の実部

が一致するための条件に‥5点 

 

(E) ①の虚数解が純虚数になること
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である。よって, ,z rzÿ実部が等しくなるÿĀ, ( )Re 0z = ÿとき, 

すなわち, zが純虚数(E)ÿ場合である。よって, 0でない実数 kを

用いて ( )0z ki k=  と表すと, ①から, 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

3 2

2 2

1 0

1 0

ki a ki b ki

ak k b k i

+ + + =

 − + + − =
 

が成立するから, 複素数ÿ相等より,  

( )

( )

2

2

2

1 0

0

1
0

ak

k b k

ab

b k k

− + =


− =
=  = 

 

となる。したがって, ②Ā 

( )

3 2

3 2

2

1 0
1 1 0

1 0

x bx ax

x x ax
a

x x a
a

− + − =

 − + − =

  − + = 
 

 

と変形でき, 0a  ÿもとで虚数解をもち, こÿときÿ 3解Ā

1 , ,ai ai
a

− である。これらÿ解が複素数平面上で正三角形をな

すとき, 下図より, 

1 3a
a
= (F) 

( )
1
3

1 0
3

3

a a a

a
−

 = 

 =

 

が必要である。 

 

 

‥5点 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(F) 正三角形の辺長についての関係

式に‥5点 
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逆にこÿとき, ①, ②ÿ虚数解Ā
1 1
6 63 , 3i i

−
  となり, たしかに一直

線上に 4つ並ぶ。以上より, 求める ,a bÿ値Ā 

1 1
3 33 , 3a b

−
= = (G) ……(答) 

であり, 正三角形ÿ面積Ā,  

1 1
3 61 3 2 3

2
−

   =
1
63 (H) ……(答) 

である。 

 

 

 

 

 

 

 

 

(G) ,a bの値‥10点(各 5点×2) 

 

 

(H)正三角形の面積‥5点 

    

 

 

Re

Im

O

1
33

1
63 i

−

1
63 i

−
−
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４ （６０点） 

 

【解答・採点基準】 

※特に記載がない限り, 結論とそÿ導出過程ÿ両方が正しい場合にそÿ配点要素を加点する 

(1)  (1) 25点 (A)(B)(C) 
Cを y軸を回転軸として1回転させた図形Ā球 ( )22 21x y z+ − + ≦1

であるから, Cを y軸を回転軸として 0z  ÿ方向へ 0
2
    

 

回転させたときÿ回転体 DĀ球ÿ一部であり, ( )22 2: 1D x y z+ − +

≦1, 0≦ z≦ ( )tan x (A)である。したがって, z k= （ 0≦ k≦

sin ）における Dÿ断面Ā 

( )22 1x y+ − ≦ 21 k− (B 2/2) 

tan
k

≦ x (B 1/2) 

となり, xy平面に図示すると下図ÿ斜線部となる。 

 
(C) 

(答) 前図 

  

 

(A) D が球の一部であることを言及し

て‥5点 

・ ( )22 21x y z+ − + ≦1, 0≦ z ≦ ( )tan x

とDの方程式を求められていれば可 

 

(B) z k= における Dの断面の満たすべ

き式を求めて‥10点(各 5点×2) 

 

 

 

 

 

 

 

(C)図示‥10点 

・
tan
k

x


= が図から分からない場合は

5点 

   

(2) 

( )22 1x y+ − ≦ 21 k−  

tan
k

≦ x  

 (2) 35点 (A)(B)(C)(D)(E) 

 

 

 

 

x

y

O








2

21 1
sin
k


+ −

2

21 1
sin
k


− −

21 1 k+ −

1

21 1 k+ −








tan
k


21 k−
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ÿ表す図形を Fとし, Fを(1)ÿ図における原点ÿまわりで1回転さ

せ, 0≦ k≦ sin で足し合わせた図形が Eである。ここで, F上で, 

原点とÿ距離が最大となる点と最小となる点を考える。まず, F上

ÿ点 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 1 3 1 2 1 3, , , , ,x y x y x y x x x  において各点と(1)ÿ図に

おける原点とÿ距離ÿ 2乗を比較すると 
2 2 2 2 2 2

2 1 1 1 3 1x y x y x y+  +  +  
である。 yを固定して考えると, 直線 1y y= 上でĀ 

最大となる点： ( )22
1 11 1 ,k y y − − − 

 
 

最小となる点： 1,
tan
k

y


 
 
 

 

となる。次に 1y を動かし, 
2

21 1
sin
k


− − ≦ 1y ≦
2

21 1
sin
k


+ − にお

いて, ( )1 1,x y と(1)ÿ図における原点とÿ距離ÿ 2乗が最大となる

点を考えると 

( ) 22 2 2
1 1 11 1 2k y y y k− − − + = −  

と, 1y ÿ関数で表される。
2

12y k− Ā 1y について単調増加であるか

ら, 
2

2, 1 1
tan sin
k k
 

 
 + −
 
 

ÿときに原点とÿ距離が最大となる(A)。

一方で, 最小となる点についても同様に考えて

2

2, 1 1
tan sin
k k
 

 
 − −
 
 

である(B)。以上より, Fを(1)ÿ図における

原点ÿまわりで1回転させた図形Ā下図ÿ斜線部となる。 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(A)原点との距離が最大となる点を

2

2, 1 1
tan sin
k k
 

 
 + −
 
 

と求めて‥5点 

(B)原点との距離が最小となる点を

2

2, 1 1
tan sin
k k
 

 
 − −
 
 

と求めて‥5点 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x

y

O

2
2 2 2

22 2 1
sin
k

x y k


+ = − − −

2
2 2 2

22 2 1
sin
k

x y k


+ = − + −
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上図ÿ斜線部ÿ面積Ā 

22 2

2

22 2

2

1 1
tan sin

1 1
tan sin

k k

k k


 


 

      + + −        
      − + − −        

 

2

24 1
sin
k


= − (C) 

となる。 Eÿ体積Ā, これを 0≦ k≦ sin で足し合わせて,  

2sin

20
4 1

sin
k dk





− (D) 

と表すことができる。ここで, 
sin
ku


= とおくと, kと uÿ対応Ā

以下ÿようになり 

 

 

 

 

sin du dk =  

であるから, Eÿ体積Ā 

2sin 1 2
20 0

4 1 4 sin 1
sin
k dk u du


  


− = −   

となる。ここで, 
1 2

0
1 u du− Ā半径1ÿ円ÿ

1
4
ÿ面積であるから,  

1 2

0
2

4 sin 1 4 sin
4

sin

u du    

 

− = 

=

  

と求まる。 

k  0  →  sin  

u  0  →  1  

 

 

 

 

 

 

(C)断面積を
2

24 1
sin
k


− と求めて 

‥10点 

・立式ÿみが正しい場合Ā 5点 

(D) Eÿ体積を立式して‥5点 

 

 

 

(答) 2 sin  (E)  (E)答‥10点 
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５ （６０点） 

 

【解答・採点基準】 

※特に記載がない限り, 結論とその導出過程の両方が正しい場合にその配点要素を加点する 

(1)  (1) 10点 (A)(B) 
u x= − と置換(A)すると,  xと uの対応は以下のようになり,  

 

 

 

 

du dx= −  

となる。また,  

( )
sin sin

2 2

cos
2

ux

u

 −
=

=
 

であるから,  

( ) 

1
2

0
10
2

10
2

1
2

0
1
2

0

sin sin
2

sin cos
2

sin cos
2

sin cos
2

sin cos
2

n
n

n

n

n

n

n

xH x dx

uu du

uu du

uu du

xx du

I













−

−

−

−

−

=

= − −

= −

=

=

=











 

となる。したがって,  

n nH I= (B) 

となる。 

(証明終) 

 x  0  →    

u    →  0  

 (A)u x= − と置換して‥5点 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(B) n nH I= を示して‥5点 

   

(2)  (2) 10点 (A)(B) 

 

 



2 
 
 

1 11 1
2 2

1 1
0 0

0

sin sin sin cos
2 2

sin sin cos
2 2

x xH I x dx x dx

x xx dx

 



− −
+ = +

 = + 
 

 


 

と変形できる。問題文より

cos sin cos
2 2
x xt = − と置換す

ると,  xと tの対応は以下の

ようになり,  

 

 

 

 

1sin cos sin
2 2 2

cos sin 2sin
2 2

x xtdt dx

x x dx tdt

 − = + 
 

  + = − 
 

 

となる。さらに,  

2
2cos sin cos

2 2

1 2sin cos
2 2

1 sin

x xt

x x

x

 = − 
 

= −

= −

 

2sin sinx t =  

であるから,  

( )

( )

( )

1 1
0

0 2

2

0

0

0

sin sin cos
2 2

sin 2sin

2 sin sin 0

1 cos 2

1 sin 2
2

x xH I x dx

t t dt

tdt t

t dt

t t










 + = + 
 

= −

= 

= −

 = −  







 

= (A) 

と求まる。以上より, (1)と合わせて 

( )
1 1

1 1 12
H I

H H I



+ =

 = =
 

 x  0  →    

 t    →  0  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(A) 1 1H I + = を求めて‥5点 
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1 2
H 

 = (B) 

である。 

(答) 1 1H I + = , 1 2
H 

=  

(B) 1 2
H 

= を求めて‥5点 

   

(3) 

部分積分法を用いると,  

( )

( )

( )

1
1
2

0

1 1
2 2

0
0

1
22

0

1
2

0

1 1
2 2

0

sin sin
2

1sin 2cos 2 sin cos cos
2 2 2

2 1 sin 1 2sin cos
2 2

2 1 sin cos sin sin
2 2

2 1 sin cos sin si
2

n

n

n n

n

n

n n

H

xx dx

x xx n x x dx

x xn x dx

x xn x x dx

xn x dx x












+

+

+ −

−

−

− +

=

    = − + +    
     

 = + − 
 

 = + − 
 

= + −










( )( )
( )( ) ( )

0

1

1

n
2

2 1

2 1
n n

n n n n

x dx

n I H

n H H H I



+

+

  
 
  

= + −

= + − =



 

1
2 1
2 2n n
nH H
n+
+

 =
+

(A) 

と計算できる。また, (1)と同様の変形により,  

1

0

1

0

sin sin
2

sin cos
2

n
n

n

xJ x dx

xx dx





−

−

=

=




 

であるから 

1

0

1

00

1 2

0

1

0

1

0 0

sin sin
2

sin 2cos 2 sin cos cos
2 2

2 sin 1 2sin cos
2 2

2 sin cos sin sin
2 2

2 sin cos sin sin
2 2

n

n

n n

n

n

n n

J
xx dx

x xx n x x dx

x xn x dx

x xn x x dx

x xn x dx x dx



 





 

+

−

−

−

−

=

  = − +    

 = − 
 
 = − 
 

 = − 
 









 

 

 (3) 10点 (A)(B) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(A) 1
2 1
2 2n n
nH H
n+
+

=
+

を求めて‥5点 
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( )12 n nn J J += −  

1
2

2 1n n
nJ J
n+ =
+

(B) 

と計算できる。 

(答) 1 1
2 1 2,
2 2 2 1n n n n
n nH H J J
n n+ +
+

= =
+ +

 

 

(B) 1
2

2 1n n
nJ J
n+ =
+

を求めて‥5点 

 

   

(4) 

まず,  

1
0

0

sin
2

2cos
2

2

xJ dx

x





=

 = −  
=


 

である。さらに, 1≦ k≦ nを満たす自然数 kについて,  

1 1
2 2 1

2 1 2 2

1

k k k k

k k

k kH J H J
k k
k H J
k

+ +
+

= 
+ +

=
+

 

より, k≧ 2のとき 

1 1

2 2

1 1

1 1

1

1 2
1

1 2 3 2 1
1 2 3 2

1 2 , 2
2 2

k k k k

k k

kH J H J
k
k k H J
k k

k k k H J
k k k

H J
k

 

− −

− −

−
=

− −
= 

−

− − −
=   

− −
 =   = = 
 

 

k


= (A) 

である。これは, 1k = でも成立する。したがって,  

( )
k

k
k kH J

k
 =  
 

 

となる。以上より 

 (4) 30点 (A)(B)(C)(D)(E)(F) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(A) k kH J
k


= を求めて‥5点 
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( )( )
( )( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

2 3 1 2 3 1
1 2 3 1 1 2 3 1

3 12
1 1 2 2 3 3 1 1

2 3 1

1 1
2

12 3

1 2 3 1

1 2 3 1

n n n n
n n n n n

n n
n n n n

n n

n n

n n

K H H H H H J J J J J

H J H J H J H J H J

n n

n n

    



− −
− −

−
− −

−

+

−

=

=

       =          −       

=
  − 

 

と計算できる。ここで, 両辺の自然対数をとると 

( )
1

1log 1 log log
2

n

n
k

K n n k k
=

= + − (B) 

と表せる。ここで, (logy x x x= ≧ )1 について 

(log 1 0y x x = +  ≧ )1  

より, logy x x= は x≧1で単調増加する。 

 
上図より, n≧ 2のとき 

1

1
1 1

1 1
1

log log log

log log log log

n nn

k k
nn n

k

k k x xdx k k

x xdx k k x xdx n n

−

= =

=

 

   +

 

 
(C) 

となる。ここで 

2

1 1
1

2 2

1

log log
2 2

log
2 4

n
n n

n

x xx xdx x dx

n xn

 
= − 
 

 
= −  

 

 
 

2 2 1log
2 4
n nn −

= − (D) 

であるから,  

 

 

 

 

 

 

 

(B) ( )
1

1log 1 log log
2

n

n
k

K n n k k
=

= + − を

求めて‥5点 

・
( )

( )

1 1
2

12 31 2 3 1

n n

n n n
K

n n


+

−
=

  − 
を求めら

れていれば可 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(C)左の不等式を立式して‥5点 

・同値式のいずれでも可 

 

 

 

 

 

 

(D)
2 2

1

1log log
2 4

n n nx xdx n −
= − を求め

て‥5点 

 

x

y

O 1 2 n3 4 2n− 1n−

logy x x=
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( )

( )

( )

2 2

1
2 2

2 2

1
2 2

2 2

2 2

1

1log log
2 4

1log
2 4

1log log
2 4

1log
2 4

1 11 log log log
2 2 4

1 11 log log
2 2 4

1log 1 log log
2

n

k

n

k

n

n

n
k

n nn k k

n nn n

n nn n k k

n nn

n nn n n n K

n nn n n

K n n k k







=

=

=

−
− 

  −
 + −  
 

  −
 − + +  −  

 

−
 − +

  −
 + − + +   

 

−
 + − +

 
= + −

 





 

 

と評価できる。各辺を 2 logn nで割ると 

2

2

2

11 log1 1 log 1 11
2 log 2 4log log

111 1 log 11
2 log 2 4log

nKn
n n n n n n

n
n n n





−
   + − + +    
   

−
  + − + 
 

 

と変形できる。このとき 

2
1 1 log 1 1 1 1 1lim 1 1
2 log 2 4 log 2n n n nn


→

    + − + − = −    
    

 

2
1 1 log 1 1 1 1 1 1lim 1 1
2 log 2 4 log 2n n n n nn


→

      + − + + − = −      
      

 

であるから, はさみうちの原理より 

2
log 1lim

2log
n

n

K
n n→

= − (E) 

となり,  

2
1 1
log 2lim n n

nn
K e

−

→
=  

である。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(E)はさみうちの原理を用いて 

2
log 1lim

2log
n

n

K
n n→

= − を求めて‥5点 

・はさみうちの原理を利用しているこ

とが読み取れない場合は不可 

(答) 
2

1 1
log 2lim n n

nn
K e

−

→
= (F) 

 
(F)答‥5点 
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